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1. Zunéchst bemerken wir, dal f eine (wohldefinierte) Abbildung ist, denn fiir z,y € Z ist auch
3x —4y € Z und 4z — 5y € Z, also f(x,y) € Z x Z.
Wir suchen nun zu beliebig vorgegebenem (a,b) € Z X Z ein Paar (z,y) € ZxZ mit f(z,y) = (a,b),
betrachten also die Gleichung

f(z,y) = (a,b)
und suchen deren Losung(en).

1. Moglichkeit:
Sei (a,b) € Z x Z. Dann gilt fir (z,y) € Z X Z

f(z,y) = (a,b)

(3x — 4y, 4x — by) = (a, b)

3r—4dy=a AN 4dx—5y=>
120 — 16y =4a A 12x — 15y =3b
120 — 16y =4a A y=3b—4a
3r—4(3b—4a)=a N y=3b—4a
3r—12b+16a=a A y=3b—4a
3r=12b—1ba A y=3b—4a
r=4b—5a AN y=3b—4a

(x,y) = (4b — ba, 3b — 4a) € Z X Z. v

rrerreeey

Also ist (z,y) = (4b — 5a,3b — 4a) ein solches Paar (das ist die Richtung ,<=* in der obigen
Rechnung), und zwar das einzig mogliche (das ist die Richtung , = ¢). Ersteres zeigt, dafi f
surjektiv ist, zweiteres, da3 f injektiv ist. Es ist dann also f bijektiv mit

fLeZxZ—-7Zx2Z, fYa,b)=(4b—5a,3b— 4a).

2. Moglichkeit:
Statt obige Rechnung mit “<=-“ durchzuziehen, kann man sich auch auf “==-*“ beschrinken, muf}
anschlieend allerdings dann die ,,Probe“ machen.



Sei (a,b) € Z x Z. Dann gilt fiir z,y) € Z x Z

f(x7y) = (a7 b)

<— (3z —4y,4z — 5y) = (a,b)

<— 3x—4dy=a AN 4dx—>y=>

— (I) 12z —16y=4a A (II) 12z — 15y =3b
(H):_g) y = 3b—4a

20 19; 16(3b — 4a) = 4a

<— 3x—43b—4a)=a

— 3z =12b— 15a

< x =4b—ba.

Damit hat die Gleichung f(z,y) = (a,b), wenn iiberhaupt, nur die einzig mégliche Losung, ndmlich
(z,y) = (4b — ba, 3b — 4a); die Abbildung f ist also schon mal injektiv.
Durch Einsetzen zeigt man nun sofort, dafl in der Tat

f(z,y) = f(4b—5a, 3b — 4a) = ... = (a,b)
gilt. Damit ist f auch surjektiv, also bijektiv, mit
fLeZxZ—-7Zx2Z, f~a,b)=(4b—5a,3b— 4a).

3. Moglichkeit:
Man definiert die Abbildung

9g:2XxXZ—7ZxZ, g(a,b)=(4b— 5a,3b— 4a),
und rechnet nach, daf} fiir dieses g gilt:
(go f)(z,y) = (z,y) fir alle (z,y) € ZxZ wund (fog)(a,b) = (a,b) fir alle (a,b) € Z x Z.

(Die Idee zu g bekommt man durch eine Rechnung wie der 2. Moglichkeit dargestellt.)
Auch dann hitte man gezeigt, dafl f bijektiv mit

fLeZxZ—-7Zx2Z, fYa,b)=(4b—>5a,3b— 4a).

. Zunéchst sollten wir bemerken, dafl f und g tatséchlich (wohldefinierte) Abbildungen sind, also die
angegebenen Zielmengen nicht zu klein sind. Das ist nur fiir g nicht ganz offensichtlich: Zu zeigen
ist, daf3
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fiir alle u € R, v > 0, stets positiv ist. Dies kann man so sehen:
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wobei wir fiir (x) verwendet haben, da8 fiir jede reelle Zahl a gilt a+ |a| > 0 (denn fiir a > 0 ergibt
dieser Ausdruck den Wert 2a, der ebenfalls > 0 ist, fiir a < 0 dagegen den Wert 0).

Q
> 0,




Wem diese Rechnung zu umsténdlich ist, der kann die Positivitit unserer Zahlen bei entsprechender
Inspiration auch folgendermaflen einsehen: Das Produkt der beiden Zahlen

24 v—|—u—2 und - =+ v—&—u—Q
2 4 2 4
ist nach der dritten Binomischen Formel
u?  wu?
v+ Z - Z =v > 0,

also sind die Zahlen entweder beide positiv oder beide negativ; da ihre Summe aber
u2
24/ — >0
v+ 1=

Nun kénnen wir rechnen: Fiir alle u,v € R x Rt gilt

ist, miissen sie beide positiv sein.

- (u7 U) )
und fiir alle z,y € RT x RT gilt

(go f)(z,y) =gz —y,zy)
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Also gilt fog =id und go f =id, d.h. f ist bijektiv und f~' =
3. Weder die in a) noch die in b) angegebenen Strukturen sind Peanostrukturen:

a) Die Abbildung v ist injektiv, d.h. die Eigenschaft i) einer Peanostruktur (wie sie in Definition
5.1 in der Vorlesung angegeben ist) ist erfiillt. Allerdings ist ng = 0 = v(4) € v(N), so daB die



Eigenschaft ii) verletzt ist. Die Eigenschaft iii) dagegen ist wieder erfiillt: Denn ist M C N
eine Teilmenge mit 0 € M und der Eigenschaft v(m) € M fiir alle m € M, so folgt zunéchst
1 =vr(0) € M, daraus weiter 2 = v(1) € M, dann 3 = v(2) € M und schliellich 4 = v(3) € M,
also insgesamt N C M, d.h. M = N.

Die Abbildung v ist nicht injektiv wegen v(B) = C = v(F), d.h. Eigenschaft i) ist verletzt.
Dagegen ist die Eigenschaft ii) erfiillt, denn ngp = A ¢ v(N), wie man an der Wertetabelle
ablesen kann (ihre untere Zeile enthilt den Eintrag A nicht). Ebenso ist die Eigenschaft iii)
erfiillt, denn ist M C N eine Teilmenge mit A € M und der Eigenschaft v(m) € M fir alle
m € M, so folgt B=v(A) € M, weiter C =v(B) e M, D =v(C) € M, E=v(D) € M und
schliefllich F' = v(F) € M, also M = N.

i) Esist
0
> (2k—1) =0 (leere Summe),
k=1
1
k=1
2
Y (2k—-1)=1+3=4,
k=1
3
S (2k—1)=1+3+5=09,
k=1
4
S (2k—1)=1+3+5+7=16,
k=1
5
S (2k—1)=14+3+5+7+9=25
k=1

Die Ergebnisse auf der rechten Seite sind allesamt Quadratzahlen, und man kann vermu-

ten, dal Y (2k — 1) = n? fiir alle n > 0 gilt.
k=1

ii) Wir behaupten:
Fiir alle n € Ny gilt die Aussage A(n): Y (2k —1) =n?.
k=1
Induktionsanfang: Sei n = 0. Dann gilt die Aussage A(0) (wir haben ja sogar schon
alle n <5 iiberpriift).

Induktionsschluf3: n —n+1: Es sei n > 0 und es gelte die Aussage
n

A(n) : Z (2]€ — 1) = n2 (Induktionsvoraussetzung).
k=1

Wir wollen nun beweisen, daf3 dann auch

n+1
A(n + 1) : E (2]€ — 1) = (7’L + 1)2 (Induktionsbehauptung)
k=1
gilt.
Es ist
n+1 n
dRE-1)=> (2k-1)+2(n+1)-1
k=1 k=1
=n? +2n+1 (Induktionsvoraussetzung anwenden)

= (n + 1)2, (binomische Formel)



wie behauptet.

b) Wir zeigen die Aussage

n
1
Fiir alle n € N ist Z K = En(n +1)(2n+1)
k=1

mit vollstédndiger Induktion (nach n).

1
Induktionsanfang: Sei n =0. Dannist > k?-12=1
k=1
und auch ¢-1-(1+1)-(2-1+1)=1-2:3=1 V

Induktionsschluf3: n — n+1: Essein > 1 und es gelte

n
Z k‘2 = %’I’L(’I’L + 1)(2n + 1) (Induktionsvoraussetzung).
k=1

n+1
Zu zeigen ist: ];1 k2 = %(TL + 1)(77, + 2)(2n + 3) (Induktionsbehauptung)
Es ist
n+1 n
S SRR
k=1 =1

n (n + 1)(277, + 1) + (TL + 1)2 (Induktionsvoraussetzung)

:(n+1)~<én(2n+1)+(n+1)>

n(2n +1) +6(n + 1)
' 6
2n% +n +6n+6
' 6
2n? +Tn+ 6

6
(2n+3)(n+2)

=(n+1)

=(n+1)

=(n+1)-

=(n+1)-

(da (2n+3)(n+2) =2n2+4n+3n+6 =2n +7n +6)
1
= 5 (0 1)(n+2)(2n +3).

was zu zeigen war.



